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ABSTRAK 
Penelitian ini membahas tentang model diskrit eko-epidemiologi. Model 
eko-epidemiologi adalah gabungan dari ilmu ekologi dan epidemiologi yang mem-
bahas tentang interaksi antara predator, prey rentan, dan prey terinfeksi menggu-
nakan fungsi respon Holling tipe I dan pertumbuhan prey rentan mengunakan fung-
si logistik untuk membatasi pertumbuhan yang berlebihan pada prey rentan.Model 
diskrit eko-epidemiologi diperoleh dengan mendiskritisasikan model 
eko-epidemiologi menggunakan metode Euler. Dari model diskrit tersebut dipero-
leh 5 titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan  dimana semua populasi 
mengalami kepunahan, titik kesetimbangan  ketika terjadi kepunahan pada po-
pulasi prey terinfeksi dan predator, titik kesetimbangan  ketika terjadi kepuna-
han pada populasi prey terinfeksi, titik kesetimbangan  ketika terjadi kepunahan 
pada populasi predator, dan titik kesetimbangan  ketika semua populasi hidup 
berdampingan. Berdasarkan hasil analisisnya,  selalu tidak stabil, hal ini dis-
ebabkan oleh nilai eigen yang diperoleh pada persamaan linierisasi model di sekitar 
titik-titik ekuilibrium tersebut, nilai mutlaknya selalu besar satu. Untuk , , , 
dan  kestabilan titik-titik kesetimbanganditentukan oleh suatau syarat dan kon-
disi tertentu . 
Kata kunci : model eko-epidemiologi, model diskrit, analisis kestabilan 





Model eko-epidemiologi merupakan model interaksi antara predator dan prey 
dengan adanya penyebaran penyakit pada populasi tertentu. Dimana interaksi an-
tara predator dan prey dibahas dalam bidang ilmu ekologi, sedangkan penyebaran 
penyakit pada populasi dijelaskan oleh bidang ilmu epidemiologi. 
Model predator-prey pertama kali diusulkan oleh Lotka-Volterra pada tahun 
1920-1926 yang menjelaskan tentang model pertumbuhan populasi dua spesies. 
Perkembangan selanjutnya yaitu dengan memodifikasi model predator-prey 
Lotka-Voltera dengan menambahkan fungsi logistik pada populasi prey, dimana 
populasi tersebut tidak akan bertumbuh melewati batas pertumbuhan populasi 
yang sudah ditentukan. Model ini dikenal dengan model predator-prey Gause. Se-
lain menambahkan fungsi logistik pada model, penambahan fungsi respon juga 
dilakukan untuk membatasi laju predasi oleh predator (Murray, 2002). 
Untuk penyebaran penyakit, Kermack dan MacKendrick pada tahun 1927 dan 
1832 mengusulkan model matematika epidemik yang lebih maju yaitu model SIR 
yang banyak digunakan saat ini (Brauer dan Castillo-Chavez, 2012). Model SIR ini 
dapat dimodifikasi menjadi model SI dengan asumsi bahwa populasi yang terse-
rang penyakit tidak akan bisa sembuh. 
ABSTRACT 
This study discusses a discrete eco-epidemiological model. The eco-epidemiological 
model (the combination of ecology and epidemiology) that discusses the interaction 
between predator and prey as well as the spread of disease in it. The interaction em-
ployed the Holling response function type I, while the growth of susceptible prey relied 
on a logistic function to limit overgrowth in susceptible prey. A discrete 
eco-epidemiological model was obtained by discretizing the model using the Euler 
method, in which five equilibrium point were obtained: the equilibrium point  (all 
populations experience extinction), the equilibrium point  (the extinction occurs in 
infected and predator populations), the equilibrium point  (the extinction occurs in 
the prey infected population), the equilibrium point  (the extinction occurs in a 
predator population), and the equilibrium point  (all populations coexist). Based 
on the results of analysis,  always unstable. This is due to the eigenvalues obtained 
in the model linearization equation around the equilibrium points, the absolute value 
is always large 1. For , , , dan , the stability of the equilibrium points is de-
termined by certain terms and conditions. 
Key words : eco-epidemiology model, discrete model, stability analysis 
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Penelitian terkait ekologi dan epidemiologi berkembang secara terus menerus, 
sehingga terdapat penelitian baru yang menggabungkan kedua penilitian tersebut 
yang dinamakan model eko-epidemiologi. Model eko-epidemiologi membahas 
tentang model predator-prey dan penyebaran penyakit yang terjadi saat pemang-
saan. Beberapa penelitian terkait model ini adalah Xiao dan Chen (2002), Purnomo, 
dkk. (2017), Siddik (2017), Hasan, dkk. (2020), Arsyad, dkk. (2020) dan Maisaroh, 
dkk. (2020). 
Penelitian yang lainnya juga melakukan modifikasi dengan merubah model 
kontinu menjadi model diskrit untuk melihat apakah ada perbedaan dari model 
tersebut. Modifikasi model dilakukan dengan mendiskritisasi model menggunakan 
metode Euler. Beberapa penelitian terkait model diskrit adalah penelitian Raj, dkk. 
(2013), Hu, dkk. (2014), Munandar (2017), dan Mokodompit, dkk. (2020). Sehing-




Tahapan dalam penelitian ini adalah penelusuran buku, jurnal, artikel, maupun 
text-book yang berhubungan dengan penelitian, menentukkan asumsi untuk 
membentuk model eko-epidemiologi, memodifikasi model menggunakan metode 
Euler untuk memperoleh model diskrit eko-epidemiologi, menentukkan titik kese-
timbangan model diskrit eko-epidemiologi dan menganalisisnya. 
 
Hasil dan Pembahasan 
Dalam bab ini akan diperoleh model matematika eko-epidemiologi, model diskri-
teko-epidemiologi, titik kesetimbangan, dan analisis kestabilan dari titik.  
Model Matematika 
Model yang digunakan adalah model predator-prey Gause dengan fungsi respon 
Holling tipe I dan prey yang terserang penyakit. Dengan asumsi bahwa populasi 
prey bertumbuh secara logistik yang dipengaruhi oleh daya dukung lingkungan 
hidup populasi, populasi predator terhadap prey menggunakan fungsi respon Hol-
ling tipe I dimana tidak ada perlawanan oleh prey dan populasi prey yang terserang 
penyakit tidak akan bisa sembuh. Sehingga diperoleh model matematika dalam 
bentuk sistem persamaan diferensial sebagai berikut.  
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/     = (1 − ( + )/ ) − −  
/     = − −  
/    = + −  
(1) 
Dengan , , , , , , , , > 0.  menyatakan populasi prey rentan,  menya-
takan populasi prey terinfeksi,  menyatakan populasi predator,  adalah per-
tumbuhan intrinsik populasi prey,  adalah daya dukung lingkungan populasi,  
adalah laju kematian prey terinfeksi,  adalah koefisien penyebaran penyakit,  
adalah laju kematian predator,  adalah laju pemangsaan predator terhadap prey 
rentan,  adalah pemangsaan predator terhadap prey terinfeksi,  adalah jumlah 
populasi predator yang masuk akibat memangsa prey rentan, dan  adalah jum-
lah populasi predator yang masuk akibat memangsa prey terinfeksi. 
Dari model matematika diatas, selanjutnya didiskritisasi menggunakan me-
tode Euler (Elaydi, 2007). Misalkan pada persamaan (1) variabel waktu  dibatasi 
pada selang (0, ), maka diskritisasi model (1) dilakukan dengan membagi selang 
(0, ) menjadi  subselang yang sama dengan lebar ℎ = − . Diperoleh 
+ 1  titik dengan = ℎ, = 0,1,2, … , . Sehingga diperoleh model diskrit 
eko-epidemiologi sebagai berikut. 
( + 1) = ( ) + ℎ [ ( )(1 − ( ( ) + ( ))/ ) − ( ) ( ) − ( ) ( )] 
( + 1) = ( ) + ℎ [ ( ) ( ) − ( ) ( ) − ( )] 
( + 1) = ( ) + ℎ [ ( ) ( ) + ( ) ( )− ( )] 
(2) 
Dimana ( ) merupakan kepadatan populasi prey rentan, ( ) merupakan ke-
padatan populasi prey terinfeksi, ( ) merupakan kepadatan populasi predator 
dan parameter ℎ merupakan ukuran langkah. 
Titik Kesetimbangan 
Menurut definisi titik kesetimbangan (Elaydi, 2007), suatu titik ∗ dikatakan titik 
kesetimbangan dari fungsi  jika memenuhi persamaan ( ∗) = ∗dan ∗ me-
rupakan solusi konstan. Sehingga titik kesetimbangan model diskrit 
eko-epidemiologi diperoleh dengan menyelesaikan persamaan berikut. 
= + ℎ [ (1 − ( + )/ ) − − ] 
= + ℎ [ − − ] 
= + ℎ [ + − ] 
(3) 
Dari ketiga persamaan tersebut diperoleh 
= 0 atau 1− − − = 0 (4) 
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= 0  − − = 0 (5) 
= 0  + − = 0 (6) 
Titik kesetimbangan persamaan (2) diperoleh dari kombinasi persamaan (4), (5), 
dan (6), yaitu: 
1. = (0,0,0). Titik kesetimbangan  dapat disebut sebagai titik kepuna-
han predator dan prey. 
2. = ( , 0,0). Titik kesetimbangan  dapat disebut sebagai titik kepu-
nahan predator dan prey terinfeksi. 
3. = ( , 0, ( )) dengan < . Titik kesetimbangan  dapat dis-
ebut sebagai titik kepunahan prey terinfeksi. 
4. = ( , ( )( )  ,0) dengan < . Titik kesetimbangan  dapat dis-
ebut sebagai titik kepunahan predator. 
5. = ( , , ) dengan = ( ) ( )( ) ( )  . Titik kesetimban-
gan  dapat disebut sebagai titik keberhasilan hidup ketiga populasi atau 
titik ko-eksistensi dengan syarat ≥ 0  dengan > , > , >
, > . 
Analisis Kestabilan 
Untuk mempelajari dinamika model disekitar , , , ,   terlebih da-
hulu dicari persamaan linierisasi dari persamaan (2). Untuk melinierkan suatu 
persamaan maka dibuatlah matriks jacobian ( ) sebagaimana pada Munandar 
(2017) berikut ini. 
=  
Dengan = 1 + ℎ −   −    − ℎ − ℎ , =  − − ℎ ,  =
−ℎ ,  = ℎ  , = 1 + ℎ − ℎ − ℎ ,  = −ℎ ,  = ℎ , =
ℎ ,  = 1 + ℎ + ℎ − ℎ . Matriks Jacobian tersebut akan digunakan untuk 
menganalisis setiap titik kesetimbangan dengan mencari nilai eigen ( ) yang di-
peroleh dari menyelesaikan persamaan kerakteristik  ( − ) = 0. Analisis 
titik kesetimbangan dilakukan dengan cara mensubtitusi setiap nilai titik kese-
timbangan ke dalam matriks Jacobian tersebut. Untuk menentukan kestabilan titik 
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kesetimbangan dari model diskrit, dapat digunakan definisi dan lemma berikut. 
Definisi. Misalkan ada tiga nilai eigen yaitu , dan , dikatakan stabil jika : 
1. | | < 1, | | < 1 , dan | | < 1 , maka titik kesetimbangan dari 
( ∗, ∗, ∗) disebut silk atau stabil lokal asimtotik. 
2. | | > 1, | | > 1 , dan | | > 1 , maka titik kesetimbangan dari 
( ∗, ∗, ∗) disebut source dan tidak stabil. 
3. | | > 1, | | > 1 , dan | | < 1  atau | | < 1, | | > 1 , dan | | > 1 ,  
maka titik kesetimbangan dari ( ∗ , ∗, ∗) disebut saddle dan tidak stabil. 
4. | | = 1, | | = 1 , dan | | = 1 , maka titik kesetimbangan dari 
( ∗, ∗, ∗) disebut non-hyperbolic. 
(Hu, dkk., 2017) 
Lemma 1. Diberikan ( ) = + + , dimana  dan  konstanta. Jika 
( ) > 0  ,  adalah dua akar dari ( ) = 0, maka 
1. | | < 1 dan | | < 1,  jika dan hanya jika (−1) > 0 dan < 1; 
2. = −1 dan | | ≠ 1 jika dan hanya jika (−1) = 0 dan ≠ 0,2; 
3. | | < 1 dan | | > 1,  jika dan hanya jika (−1) < 0;  
4. | | > 1 dan | | > 1,  jika dan hanya jika (−1) > 0 dan > 1; 
5.  dan  adalah akar konjuget kompleks dan | | = | | = 1 jika dan 
hanya jika − 4 < 0 dan = 1. 
(Hu, dkk., 2014) 
Lemma 2. Diberikan suatu persamaan + + + = 0, dimana , ,  ∈ . 
Dengan = − 3 , = − 9 , = − 3 ,dan ∆= − 4 . Maka 
1. Persamaan memiliki 3 akar karakteristik yang berbeda jika dan hanya jika 
∆≤ 0. 
2. Persamaan memiliki satu akar bilangan real dan sepasang akar konjuget 
kompleks jika dan hanya jika ∆> 0. Dengan akar konjuget kompleks 
= ±
√
 dimana = + ±√ . 
(Hu, dkk., 2014) 
Sekarang dibahas analisis kestabilan dari titik kesetimbangan , , , , 
dan . Untuk titik kesetimbangan = (0,0,0) , matriks Jacobian dari persa-
maan (2) adalah 
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=
1 + ℎ 0 0
0 1− ℎ 0
0 0 1 − ℎ
 
Memiliki tiga nilai eigen dari  berikut. 
1 = 1 + ℎ , 2 = 1 − ℎ , 3 = 1 − ℎ  
Dari nilai eigen di atas, diperoleh teorema untuk titik kesetimbangan  berikut. 
Teorema 1.  tidak stabil (saddle) karena nilai | | akan selalu > 1. 
Selanjutnya, untuk titik kesetimbangan = ( , 0,0). Dengan mensubtitusi 
nila ke dalam matriks Jacobian  diperoleh persamaan karakteristik berikut 
= 1 − ℎ ,   = 1 + ℎ( − ) = 1 + ℎ( − ) 
Dari nilai eigen di atas, diperoleh teorema untuk titik kesetimbangan . 
Teorema 2.  memiliki kestabilan sebagai berikut: 
1. Jika ℎ < , ℎ <   untuk < ,danℎ <  untuk < , maka 
  stabil lokal asimtotik (silk) . 
2.  Jika ℎ < , dan ℎ >  dan ℎ >  atau >  dan > , ma-
ka   tidak stabil. 
3. Jika ℎ = , atauℎ = ,atau = ,atauℎ = , atau = , maka 
  non-hyperbolic. 
Selanjutnya, untuk titik kesetimbangan = ( , 0, ( )). Dengan mensubtitusi 
nila  ke dalam matriks Jacobian  diperoleh persamaan karakteristik berikut 
( ) = ( − )( + + ) = 0 
Dengan = −(1− ℎ − − ( ) + 1) dan = 1− ℎ − − ( ) −
(− )( ( )). Dari ( ) diperoleh satu nilai eigen = (1 + − ( )) 
1. Jika ℎ < ( ) ( ) dengan <  dan < , maka 0 < <
1. 
2. Jika ℎ > ( ) ( ) dengan <  dan < , maka > 1. 
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3. Jika ℎ = ( ) ( ) dengan <  dan < , maka = 1. 
Selanjutnya untuk + + = 0, dapat dicari berdasarkan Lemma 1. Sehingga 
diperoleh teorema untuk titik kesetimbangan . 
Teorema 3.  memiliki kestabilan sebagai berikut. 
1. 0 < < , < .  stabil lokal asimtotik (silk) jika 
a. ℎ < ( ) ( ) , dan 
b. (2ℎ + ℎ^2 ^2)/(4 + ℎ^2 ) < < +  atau jika <  dan 
< +   0 < < . 
2. 0 < < , < .  tidak stabil jika 
a. ℎ > ( ) ( ), atau <
( ) , dan  
b. >  dan > +  
3. 0 < < , < .  non-hyperbolic jika 
a. ℎ = ( ) ( ), atau =
( ) , dan  
b. = ℎ ℎ
ℎ
 atau jika <
ℎ
 dan ≠ ℎ , ℎ  maka 0 < <
. 
Selanjutnya, untuk titik kesetimbangan = , ( )( ) , 0 dengan = +
 dan = ( )  + . Dengan mensubtitusi nilai  ke dalam matriks Ja-
cobian  diperoleh persamaan karakteristik berikut 
( ) = − 1 + ℎ( − ) ( + + ) = 0 
Dengan = − 2−  dan = 1 + ( ) . Dari ( )  diperoleh satu 
nilai eigen = 1 + ℎ( − ) untuk + + = 0, dapat dicari berdasarkan 
Lemma 1. Sehingga diperoleh teorema untuk titik kesetimbangan  berikut. 
Teorema 4. Kestabilan   adalah sebagai berikut. 
1. 0 < < .  stabil lokal asimtotik (silk) jika 
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ℎ < , dan < < +  atau jika <  maka 
0 < <  dan < + . 
2.   tidak stabil jika ℎ >  atau < , dan > (ℎ^2 ^2 +
2ℎ )/(4 + ℎ^2 )  dan > + . 
3.   disebut non-hyperbolic jika 
ℎ =  atau = , atau = ℎ ℎ
ℎ
 atau 0 < <  maka 
<
ℎ
 , ≠ ℎ , ℎ . 
Selanjutnya, untuk titik kesetimbangan = , , ,  matriks Jacobian 





























Diperoleh persamaan karakteristik dari  sebagai berikut 
( ) = + + + = 0 
Dengan = − 3, = 3− + + , = − + + − −
1. = , = ( ) , =
( )
, =
( ) ( )
. Dari ( )  di atas, diperoleh  ′( ) = 3 +
+ = 0 memiliki 2 akar persamaan  ,∗ =
±
dengan  ,∗ > 0 
jika ℎ > . Sehingga berdasarkan Lemma 2, kestabilan titik  dijelaskan da-
lam Teorema berikut. 
Teorema 5. < , < , <  2 + .  memiliki kondisi sebagai berikut. 
1.   stabil lokal asimtotik (silk) jika ∆≤ 0, (−1) < 0, dan akar ,∗  dari 
( ) = 0 memenuhi −1 < ,∗ < 1. 
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2.   non-hyperbolic jika ∆≤ 0dan (−1) = 0,  
3.   tidak stabil jika tidak memenuhi Teorema 5.1 dan Teorema 5.2 
Simulasi Numerik 
Simulasi numerik persamaan (2) dilakukan dengan menggunakan metode Euler 
dengan bantuan software matematika. Nilai awal yang diguanakan untuk simulasi 
pada setiap titik kesetimbangan yaitu terdapat pada tabel 1. 
Tabel 1. Nilai Awal untuk Simulasi  
 Nilai awal 1 Nilai awal 2 Nilai awal 3 
S 0,005 0,07 0,4 
I 0,006 0,05 0,1 
Y 0,004 0,04 0,5 
 
Untuk mengilustrasikan kestabilan titik kesetimbangan  digunakan para-
meter = 5, = 10, = 2,3, = 0,2, = 3,5, = 0,8, = 0,9, = 0,3,  =
0,25. Ukuran langkah yang digunakan adalah ℎ = 0,02. Berdasarkan parameter 
tersebut diperoleh nilai ℎ < 2,ℎ( − ) < 2,  ℎ( − ) maka syarat kes-
tabilan  terpenuhi. 
 
Gambar 1. Simulasi model untuk kestabilan  
 Berdasarkan Gambar 1 terlihat bahwa  stabil. Dengan diberikan tiga nilai 
awal, semua grafik solusi menuju titik kesetimbangan (10,0,0). Hal ini menun-
jukkan bahwa dalam jangka panjang predator dan prey terinfeksi akan punah dan 
ekosistem hanya akan dihuni oleh prey rentan. 
Selanjutnya untuk mengilustrasikan kestabilan titik kesetimbangan  digu-
nakan parameter = 1, = 10, = 5, = 0,5, = 1,5, = 3, = 3,5, =
0,2,  = 1. Ukuran langkah yang digunakan adalah ℎ = 0,02. Berdasarkan 
parameter tersebut diperoleh nilai ℎ < ( ) ( )  < <
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+  maka syarat kestabilan  terpenuhi. 
 
Gambar 2. Simulasi model untuk kestabilan  
 Berdasarkan Gambar 2 terlihat bahwa  stabil. Dengan diberikan tiga nilai 
awal, semua grafik solusi menuju titik kesetimbangan (7,5,0,0,083). Hal ini 
menunjukkan bahwa dalam jangka panjang prey terinfeksi akan punah dan eko-
sistem hanya akan dihuni oleh prey rentan dan predator. 
Selanjutnya untuk mengilustrasikan kestabilan titik kesetimbangan  digu-
nakan parameter = 1, = 10, = 5, = 0,56, = 3, = 1, = 1, =
0,1  = 3. Ukuran langkah yang digunakan adalah ℎ = 0,02 . Berdasarkan 
parameter tersebut diperoleh nilai ℎ <   < < +  maka 
syarat kestabilan  terpenuhi. 
 
Gambar 3. Simulasi model untuk kestabilan  
 Berdasarkan Gambar 3 terlihat bahwa  stabil. Dengan diberikan tiga nilai 
awal, semua grafik solusi menuju titik kesetimbangan (5,0,45,0). Hal ini me-
nunjukkan bahwa dalam jangka panjang predator akan punah dan ekosistem 
hanya akan dihuni oleh prey rentan dan prey terinfeksi. 
Selanjutnya untuk mengilustrasikan kestabilan titik kesetimbangan  digu-
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nakan parameter = 1, = 10, = 7, = 5, = 7, = 3, = 1, = 5,5  =
5. Ukuran langkah yang digunakan adalah ℎ = 0,02. Berdasarkan parameter ter-
sebut diperoleh nilai ∆≤ 0,yaitu0 dan (1) < 0, yaitu −8 maka syarat kestabi-
lan  terpenuhi. 
 
Gambar 4. Simulasi model untuk kestabilan  
 Berdasarkan Gambar 4 terlihat bahwa  stabil. Dengan diberikan tiga nilai 
awal, semua grafik solusi menuju titik kesetimbangan (1,414,0,127,0,069). Hal 
ini menunjukkan bahwa dalam jangka panjang ekosistem akan dihuni oleh prey 
rentan, prey terinfeksi, dan predator. 
 
Kesimpulan 
Model diskrit eko-epidemiologi diperoleh dengan melakukan diskritisasi model-
menggunakan pendekatan metode Euler. Hasil analisis menunjukkan bahwa model 
diskrit eko-epidemiologi terhadap kelima titik kesetimbangan, yaitu titik kesetim-
bangan , titik kesetimbangan kepunahan prey terinfeksi dan predator , titik 
kesetimbangan kepunahan prey terinfeksi , titk kesetimbangan kepunahan pre-
dator , dan titik kesetimbangan interior . Titik kesetimbangan  tidak per-
nah stabil, sedangkan sifat kestabilan titik kesetimbangan , ,  dan  di-
tentukan oleh suatu syarat dan kondisi tertentu. 
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